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Definicoes
Seja X um conjunto e sejam A, , u cardinais.
Escreveremos a cardinalidade de X como | X]|.

Uma particao de X em A\ partes é qualquer
funcao f: X — .

Assim X = XoUXqU...UX;U... para i < A.
(X]"={YCX||Y|=k}

Um k-grafo sob X € simplesmente qualquer
subconjunto A de [X]*®. Os elementos de X
S3a0 0S Veértices do grafo e 0os elementos de
A s3o as (k)-arestas.

Um grafo é um 2-grafo — seja qualquer con-
junto equipado com uma relacao binaria as-
simétrica.



H = (Y,B) é um subgrafo do G = (X, A) se
Y CXeB=AnNn[Y]®. Entao H tem todas
as arestas que G tem entre os vértices no Y.

Uma coloracao do grafo G = (X, A) com pu
cores € uma funcao f: A — pu.

Um subgrafo H = (Y, B) de G = (X, A) é

homogéneo ou monocromatico por uma
coloracao do G se |f“B| = 1.

(f*B={f0)|beB}.)



Teorema de Ramsey (1930)

Sejam n, r < w. Se f : [w]® — r, existe
X € [w]¥ (entao um subconjunto infinito do
w) € existe um p < r tal que f“[X]™ = {p}.

(I.e., para qualquer coloracao com r cores
do n-grafo completo sob um conjunto enu-
meravel existe um subconjunto infinito do
conjunto tal que o sub-n-grafo induzido no
subconjunto € monocromatico.)

Mote: Em qualgquer confusdo nao se pode
evitar de achar ordem /estrutura.

Principio de casas dos pombos.

Inducao.



Notacao hungara:

K — (A5 se

Vf k] — y 3X € 8] fUIXTH = 1.

Miniaturizacao — o teorema de Ramsey finito:

Vm, k,lENEInGNn—>(m)f

é evidente da demonstracao do teorema de
Ramsey infinito.

(Outro esquema (para cada par fixode k e l):
use o teorema de compacidade para a logica
da primeira ordem para mostrar o teorema
de Ramsey infinito do teorema finito. EX.)



Def. R(k) = o n minimo t.q. n — (k)3

R(3) =6, R(4) = 18. Mas o valor de R(k) €
desconhecido para k > 5.

R(k) < 22k

[Comeca com um grafo completo de tamanho
22k Use o principio de casas de pombos
2k vezes para obter no fim um conjunto de
Vértices com a propriedade que a cor da aresta
ligando x; € xz; sO depende do minimo de ¢ e

J
4, € depois use o principio mais uma vez.]



(Erdos) R(k) > 2k/2

[Comeca com um grafo completo de tamanho
N. Escolha as cores das arestas entre os
T; € T; independentemente, sendo vermelho
com probabilidade de 1/2 e azul com prob-
abilidade de 1/2. Seja {x1,...,z} um con-
junto de vértices. A probabilidade que todas
as arestas entre elas sejam vermelhas é de
2—(k.(k=1)/2 & de que todas sejam azuis € a
mesma. Seja VCp o nimero de modos de
escolher k coisas de N. Entao o numero es-
perado dos conjuntos de vértices com todas
as arestas da mesma cor é 21-(k.(k=1)/2 N, |
Se este numero € menos que 1 deve ser possivel
gque nao existam tais conjuntos. E o0 numero
€ menos que 1 se N < k/2.]

ref: W.T.Gowers, " Two Cultures of Math-
ematics’, "Rough Strucutre and Classifica-
tion”. www.dpmms.cam.ac.uk/“wtg.html



Generalizacao do alvo
(Erdbs-Rado) (2T — (w1)3
(Sierpinski) 2% £ (w1)3

[Mais geralmente, (25)T — (s1)3 (E-R) e
2r /— (kT)3 (S), para k regular.]

Nota: R(w) =w, mas R(kT) = (26)T > k7.



(Todorcevic (1986)): no nao eumeravel tem
Ssituacoes onde € impossivel fugir do grau maximo
de caos:

existem colorizacdes ¢ : [w1]? :(— wy tal que
para qualquer X C wq com |X| = N; temos

c'[X]? = w1.

Nao podemos tomar qualquer passo na direcao
da estrutura

[Em simbolos falamos w1 #— [w1]3, ]
Demonstracao elementaria, mas intricada.

Mesmo resultado para cardinais kT quando
Kk € regular.



E os cardinais nao sucessores — isto €, lim-
ites?

Chamamos cardinais k t.q. Kk — (k)3 e w < K
de fracamente compactos.

Tais cardinais s3ao limites (Sierpinski - em
cima) e regulares, e entao Vi = ZFC.

Isto € um primeiro passo na teoria dos " car-
dinais grandes” - que fortalecem o0s axiomas
da teoria dos conjuntos.

A teoria de Ramsey aqui tem um papel muito
influente no desenvolvimento da sofisticada
teoria do "core models” (Jensen, Steel,...)



Generalizacao do exponente

(Axioma de Escolhas) nao tem teoremas do
tipo Ramsey positivos para particoes da forma
f : [X]® — v com k infinito - com "expo-
nentes” infinitos - em geral.

Entao temos que estudar colecdoes mais re-
stringidas das colorizacoes.

(Silver) Se f : [N]¥ — k é Borel (ou mesmo
analitico) na topologia do produto, k < w,
entdo existe X € [N]¥ t.q. |f“[X]¥| = 1.

(Mathias) mesmo resultado se f é definivel
dos ordinais e reais.

Topologia de Ellentuck (refinamento da topolo-
gia do produto): conjuntos abertos basicos
sao da forma {X|sCXCsUS}

para pares s € [N]<¥ e S € [N]¥ com max(s) <
min(S).

(fn. o mundo sem Ax. de Escolhas: spp e
AD!)
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Generalizacao do tipo do alvo

Perguntas sobre ordinais, eg., para quais « €
On temos que Vf : [a]2 — 2 ou existe X C «
com otp(X) = ~v e f“[X] = {0} (conjunto
"azul”) ou existe Y C a com |Y| = 3 e
f“[Y]?2 = {1} (triangulo "vermelho”). [Eg.,
vy=w-+1.]

[Notacdo: a — (v,3)3.]
Enquanto wp.w — (wow, 3)3 0 analogo

(w3.w1 — (w3w1,3)3) ndo pode ser mostrado
no ZFC.
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(van der Waerden) Para qualquer coloracao
de N existem progressoes aritméticas
monocromaticas de toda extensao finita.

(Hindman: teorema de somas finitas) Para
todon, Kk € Nec: N — k existem zx,

3 Tp—1 t.q.
{c"Zicazi | ACn, A0} =1.

(Hales-Jewitt). Seja A um conjunto finito e

d € N. Uma reta em A9 é um conjunto da

forma, para I Cd, I #0 ec;, € A para i <d,

de L ={zq,...,zq—1 || Vij € Iz; = z;
Vied\ Iz; = c¢;} .

VA finito Vk e N3dVe: A — &
4L, uma reta, que € monocromatica.

[HJ — vdW : s€ja qb(:ljo, Ce ,a:d_l) = Zz’<dxi-]

" Teorema de Ramsey dual” (Carlson-Simpson),

e muitas outras variacoes.
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(Gowers) Teorema de dicotomia. Seja X um
espaco de tipo Banach que € separavel e de
dimensao infinita. Ent3ao existe ¥ C X t.q.
ou existe uma base nao condicional para Y
ou Y € hereditariamente indecomponivel.

(Szemeredi) Versao de densidade do teorema
de van der Waerden.

(Green-Tao) Para qualquer coloracao de P,
OS nUumeros primos, existem progressoes ar-
itméticas monocromaticas de toda extensao
finita. Também versao de densidade.

[Densidade: A C N tem densidade difer-
ente de zero se limsup,,_ oo (ANn/n) > 0.
A C P tem densidade diferente de zero se
limsup,_ .0c (ANn)/(PNn) > 0.]

(cf. a teoria restringada abaixo)
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Técnicas (além da combinatdria "pura”):

Teoria ergoddica. (Furstenberg, Bergelson et

al.)

Teoria de semi-grupos e idempotentes (par-
ticularmente BN, o espaco dos ultrafiltres no
N). (Hindman et al.)

Analogos da topologia de Ellentuck, e técnicas
do forcing e a teoria de jogos infinitos (es-

tas ultimas duas da teoria dos conjuntos).

(Carlson e Simpson, muitos outros; Gowers,

Bagaria e Lopez-Abad)

[N3o s6 para resultados de consisténcia, mas
também para teoremas absolutos.]
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Lema de regularidade de Szemeredi.
[" Classificacao” de grafos.]

Analise harmonica/de Fourier. (Gowers, Green-
Tao)

Moto de Tao sobre densidade/Szemeredi:

" Cada conjunto de densidade positiva € (ou
contém um subconjunto pseudorandom grande
de um conjunto estruturado.

Mas o0 que quer dizer "densidade’, " pseu-
dorandom”, "grande’ e "estruturado’” varia
dependendo do campo matematico.

ref: W.T.Gowers ob.cit.; T.Tao, " The Di-
chomtomy Between Structures and Random-
ness, Arithmetic Progressions, and the Primes”
www.math.ucla.edu/"tao
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Outras areas:

Teoria de Ramsey no topologia geral (Todor-
cevic et al)

Teoria de Ramsey estrutural (em outras cat-
egorias)
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Teoria de Ramsey restringida.

Teoremas de tipo Ramsey/anti-Ramsey para
grafos além dos grafos completos.

(Folkman) Existe um grafo G = (X, A) que
nao contém um subgrafo isomorfico ao Ky,
mas para que para cada ¢ : A — k existe
ye[X]1Ptag Any]2~Kzel|c"AN[y]?| = 1.

" Grafos podem ter propriedades de Ramsey
mesmo sendo com poucas arestas.”

van der Waerden restringido: dado n € N
existe um subconjunto finito de N t.q. para
qualquer colorizacao deste conjunto existe uma
progressao aritmética de extensao n, mas o
conjunto nao contém qualquer progressao ar-
itmética de extensao n + 1.
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Esparso: nao tem ciclos - ThagTiey ...an_11h,
os 1; triangulos, os a; € T; NT;4 7 arestas,

(Nestril-Rodl) "Folkman' para um grafo es-
parso. Versao esparso da teorema de somas
finitas.

Técnica: amalgamacao. (cf. teoria de Ram-
sey estrutural).

(Leader) Versdes restringidas da teoria das
matrizes com regularidade para particoes.
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Seja X € [w]¥. Definimos FS,(X) como a
colecao de somas de no maximo k elementos
do X, e FS(X) = Uken FS.(X).

(Hindman) Para qualquer colorizacao finita
de N existe um conjunto infinito X C N t.q.
FS(X) € monocromatico.

Pergunta aberta: Seja £ € N. Existe § C
N t.gq. para qualquer colorizacao finita de
S existe um subconjunto monocromatico da
forma FS<,(X), mast.q. S nao contém nen-
hum conjunto da forma FScj11(X)?

Ou (mesmo): Existe S C N t.g. para qual-
quer colorizacao finita de S existe um con-
junto monocromatico da forma F'S<>(X), t.q.
mas S nao contém nenhum conjunt_o da forma
FS(X)7?

ref: Hindman, Leader, Strauss:
members.aol.com/nhindman

Também parecemos estar longe de ter car-
acterizacdes de quando (para quais grafos)
estes teoremas restringidos/esparsos se obtém.
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Teoria de Ramsey nao contavel restringido.

Atentos de Hajnal-Komjath a geralizar a teo-
rema de Todorcevic.

No minimo o grafo G = (X, A) precisa ser
Ni-cromatico: nao existe f : X — w t.q.
paratodoicw EN{zec X | f(z) =1} = 0.
(densidade!?!)

Resultados positivos em alguns modelos da
teoria dos conjuntos. E negativos em outros
(eg, para o conclusao da teorema de Todor-
cevic). ref: www.math.rutgers.edu/~ahajnal/

Perguntaram se é verdadeiro que sendo G =
(X,A) um grafo Nq{-cromatico, sempre tem

e A— w Vf X —wh<w
[P AN [ i) = w1 ?

(Nota: uma resposta "sim" daria uma carac-
terizacao de quando o teorema restringido —
dando exemplos dos grafos que nao contém
K., — obter-se-ia.)
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(M.) No fato temos um teorema restingido/de
densidade. Sempre existem grafos Ni-cromaticos
que nao contem K, e satisfazem

dc: A— wVf X —wh<w
" (AN [f{3]2)] = w1

Embora, ainda nao resolvemos completemente
a pergunta de Hajnal e Komjath.
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Hajnal-Komjath tiveram esta propriedade para
kT no lugar de w1, kK um cardinal regular, em
alguns modelos da teoria de conjuntos.

(Dzamonja, Komjath, M) Tem modelos da
teoria dos conjuntos em que a propriedade
se obtém (ao menos para grafos de até qual-
quer tamanho predeterminado) para kT com
x singular. [cf(k) = w.]

As demonstracoes usam técnicas sofisticadas
da teoria dos conjuntos.

Mas ainda nao deram resultados quando a
cofinalidade de k € mais que w.
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